Hoofdstuk 14: Krommen

14.1 Symmetrie

Opgave 1:
a 4x*+y*=100

y? =100 — 4x°

y=+100-4x> v y=-/100-4x?

b.

C. y=+100-4-3* =8 v y=-100-4-3* =-8
d. 4x*+36=100

4x* =64

x?=16

x=4 v x=-4

Opgave 2:
a y°-8x+8y+32=0

(y+4)2-16-8x+32=0
(y+4)2 =8x-16

y+4==%y8x-16
y=-4++8x-16

b. (y+4)*=8x-16
(v+4° =8(x-2)
dus K is een parabool met top (2,—4) , brandpunt F(4,—4) enrichtlijn x =0

Opgave 3:
a 4x*+6y*+16x-36y+46=0

4(x” +4x) +6(y* - 6y) +46=0
A(x+2)* -4 +6((y-3)*-9)+46=0
Ax+2)*-16+6(y—-3)*-54+46=0
Ax+2)*+6(y-3)* =24

6(y—3)° = 24— 4(x + 2)*
(y-3)?2=4-2(x+2)?
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y—-3== 4—%()c+2)2

y=3%,4-2(x+2)°
b. 4(x+2)*+6(y—3)°* =24
2 2
(x+2° =3 _,
6 4
dus K is een ellips met middelpunt (-2,3)

de toppen zijn (-2-+/6,3) , (-2++/6,3) , (-21) en (-2,5)
¢? =a%—b? =6-4=2 dusdebrandpunten zijn F,(—2—+/2,3) en F,(-2++/2,3)

Opgave 4:
a 9x®-16y° +54x+64y-127=0

9(x* +6x) —16(y* —4y)-127=0

A(x+3)?-9)-16((y-2)* -4)-127=0
9(x+3)*-81-16(y—2)* +64-127=0

9(x+3)*-16(y - 2)* =144 j

—16(y —2)* =144-9(x +3)? "
(y-2)2=-9+2(x+3)? /
y-2=%/-9+2(x+3)?
y=2+-9+2(x+3)°

b. 9(x+3)?-16(y-2)* =144
(x+3)2_(y—2)2:1

16 9
dus K is een hyperbool met middelpunt (—3,2)

detoppen zijn (-7,2) en (1,2)
¢ =a?+b*=16+9=25
dus de brandpunten zijn F;(-8,2) en F,(2,2)
de asymptoten zijn y —2=23(x+3) en y-2=-2(x+3)
ofwel y=3x+4+ eny=-3x-1
C. 324-16(y-2)% =144
~-16(y —2)* =-180
(y-2)2=1125
y-2=41125 v y-2=-1125
y=2+1125=5354 v y=2-,1125=-1354
AB =5,354 - -1,354 = 6,708
d. 9(x+3)%?-144=144
9(x +3)? = 288
(x+3)>=32

x+3:x/§ Vv x+3:—\/§

GETAL EN RUIMTE VWO WD D4 H14 §1 -2- AUGUSTINIANUM (LW)



x=-3++/32=2657 v x=-3-+/32=-8657
CD = 2,657 --8,657 =11,314
e x—-2y+10=0
-2y=-x-10
y=3x+5

neem y, =2+\/—9+1—%(x+3)2 eny, =2—\/—9+%(x+3)2 en y,=3x+5
intersect van y, en y, geeft (5,682;7,931)
intersect van y, en y, geeft (-7,062;1,469)

EF = (Ax)* + (Ay)® =14,289

Opgave S:
a.  (a,b) opdedlips, dus 4a” +bh* =100

(a,~b) invullen geeft 4a” + (—b)? =100 ofwel 4a” +b* =100
dusdanligt (a,—b) op dedlips
b. (—a,b) invullen geeft: 4(-a)? +b? =100 ofwel 4a® +b* =100
dus (—a,b) ligt op de dlips
(—a,—b) invullen geeft: 4(-a)® + (-b)* =100 ofwel 4a® +b> =100
dus (—a,—b) ligt op de€llips
c. (b,a) invullen gesft: 4b* +a® =100 dus het punt (b,) ligt niet op de ellpis
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Opgave 7:

(a,~1+b) ligt op K dus: 9a® — 4(-1+b)* —36a —8(-1+b)-4=0
9a° —4+8b-4b*>—-36a+8-8b—4=0
9a® —36a—4b*> =0

(a,—1-b) invullen geeft: 9a* — 4(-1—b)*> —36a —8(-1-b)-4=0

9a° —4-8h—4bh* -36a+8+8h—4=0
9a® —36a—-4b*> =0

dus (a,—1-b) ligtop K, dusK is symmetrischt.o.v. y =-1

Opgave 8:

a (a,~4+0) liggopK dus. (—4+b)* -8a+8(—4+b)+32=0
16—-8b+b*—8a—-32+8h+32=0
b*-8a+16=0

(a,—4—b) invullen geeft: (—4—b)*> -8a+8(—4-b)+32=0
16+8b+b*>—8a—-32-8h+32=0
h* -8a+16=0
dus (a,—4-5b) ligtop K, dus K is symmetrischt.o.v. y =-4
b. (-2+a,3+b) ligt op K dus:
4(-2+a)® +6(3+b)* +16(—2+a) —36(3+b) +46=0
16 -16a + 4a® + 54+ 36b + 6h* — 32+ 16a —108 - 36b + 46 = 0
4a” +6b* -24=0
(-2—a,3-b) invullen geeft:
4(-2—-a)* +6(3-h)* +16(-2—a) —36(3—-h)+46=0
16 +16a + 4a” + 54— 36b + 6h* —32—16a —108+ 36 + 46 =0
4a” +6b* -24=0
dus (-2-a,3-5) ligt op K, dus K is symmetrisch t.o.v. (-2,3)
c. (a,b) liggopK dus: a® +b> —2ab—2a—-2b-3=0
(b,a) invullen geeft: b* +a® —2ba—2b—2a-3=0
a®+b*-2ab—-2a-2h-3=0
dus (b,a) ligt op K, dus K is symmetrischt.o.v. y = x
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Opgave 9:
De kromme van opgave 2 is symmetrisch t.o.v. y =—4.

De kromme van opgave 3 is symmetrisch t.o.v. y =3.
De kromme van opgave 4 is symmetrisch t.o.v. y = 2.

Opgave 10:
a (-3+a,2+b) ligt op K dus:

9(-3+a)* -16(2+b)* +54(-3+a) + 64(2+b)-127=0
81-54a +9a® — 64— 64b —16h° —162 +54a +128+ 64b-127 =0
9a® -16h> —144=0
(-=3—a,2-b) invullen gesft:
9(-3-a)*-16(2—b)* +54(-3—a) +64(2—b) -127=0
81+ 54a +9a® — 64+ 64b —16b° —162 —54a +128—-64b -127 =0
9a® -16h> —144=0
dus (-3-a,2-b) ligt op K, dus K is symmetrisch t.o.v. (-3,2)

b. voor L geldt:
9(x—3)* -16(y +2)* +54(x —3) +64(y +2) —127=0
9x° —54x +81-16y* —64y — 64+ 54x 162+ 64y +128-127 =0
9x* -16y° -144=0

Opgave 11:

(+x)? +4y* =100
k—lzx2 +4y* =100
4—112x2 +y2=25
dus o> =1
k?=1

k=

NI

- _1
v ok=-3

Opgave 12:

a x*+y*-6x-4y-3=0
(x-3)?-9+(y-2)*-4-3=0
(x—3)*+(y-2)* =16 ditiseen

cirkel met M(32) en r=4

b. ja -
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Opgave 13:
V, —3 dusvervang x door —2x

(—2x)* + y* —6(-2x) -4y -3=0
4x° + y* +12x -4y -3=0
4(x*+3x)+(y—-2*-4-3=0
M(x+14)° -2 +(y-2)*-7=0
Mx+14)%-9+(y-2°-7=0
Mx+11)%+(y-2)% =16
(+13)°  (v-2° _
4 16
L iseen ellips met middelpunt (-15,2) entoppen: (-33,2),(3,2),(-13,6) en (-13,-2)
¢? =b?—a® =16-4=12 dusdebrandpunten zijn F,(-1%,2-+/12) en F,(-1%,2++/12)

1

Opgave 14:
a M24) ,a=2enb=3

_ 2 _ 2
(x 42) LU 94) =1 ofwel 9(x—2)2 +4(y—4)2 = 36

b. dekorte as heeft lengte 4 en de lange as heeft lengte 6, dus a's je een cirkel nodig hebt
moet jet.0.v. de y-as vermenigvuldigen met 13

vervang x door £ x
92x—2)?+4(y—4)° =36
92 (x-3))* +4(y-4)*>=36
9-4(x-3)° +4y-4*=36
4x-3)° +4(y—-4)> =36
(x—3)?+(y—4)? =9 ditiseencirkel met M(34) en r =3
c. t.o.v.dex-asmoet jevermenigvuldigen met £, dusvervangy door 3y
INx—-2)>*+4(3y—-4)°*=36
Ax—2) +4(3(y-22)° =36
Ix-2)"+4-3(y—2%)" =36
Ix—2)° +9(y—22)* =36
(x—=2)%+(y—22)?% =4 ditiseencirkel met M(2,22) en r =2

Opgave 15:
a topis (31 dus (y-1)*=2p(x—3) door (4,3)
4=2p
(y-1*=4(x-93
b. (a,7) ligt op de parabool, dus 36 = 4(a — 3)
a—-3=9
a=12
(12,7) moet het punt (6,7) worden, dus je moet met 3 vermenigvuldigen
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dus vervang x door 2x
(y-1D*=4(2x-3)
(y—1)? =8(x —1%) dusde beeldgrafiek is een parabool
Cc. (19,h) ligt op de parabool
(b-1)>=64
b-1=8 v b-1=-8
b=9 v b=-7 (vervat hier)
(19,9) moet het punt (19,3) worden, dusje moet met < vermenigvuldigen
dus vervang y door 3y
By -1* =4(x-3)
B3 =4x-3)
o(y—1)° =4(x-3)
(v —1)% = 4(x—23) dusde beeldgrafiek is een parabool
d. (31 moet het punt (6,2) worden, dusje moet met 2 vermenigvuldigen
dus vervang x door x en y door 3y
1y-1)?=4(ix-3)
G(r-2)*=4(;(x-6)
$(r-27=2(x-6)
(y —2)* =8(x — 6) dus de beeldgrafiek is een parabool

Opgave 16:
a vervangx door +x
(y_yT)2 :Zp(%x_xT)
(y_yT)2 :2p(%(x—kxT)
(y—y,)? =2p(x—kx,) dusde beeldgrafiek is een parabool
b. vervangx door +x
(%x_zxM)z +(y_b);M)2 -1
a
(—kr,)* =),
a’® b? -
T G R G V) S
2 2
a b
(x—kx))*  (=»y)’
2 )
(x_kxM)2+(y_yM)2
(ka)? b?
C. vervangx door +x
(%)C_)CM)2 _(y_yM)z -1
a’® b? -

=1 dusde beeldgrafiek iseen dlips
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GOk )®  (r=y)?

a’ b .
,le(x_kxM)z _ (y—yM)z -1
2 2 B
a b
(x—]OCM)Z _ (y_yM)2 -1
k*a?® b? B
— 2 - 2
(x (klo;A;) O bsz) =1 dus de beeldgrafiek is een hyperbool
a
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14.2 Parametervoorstellingen

Opgave 17:
a y=2-1

A=2-y
x=3+4(2-y)
x=3+8-4y
x+4y=11

b. (15-1)

C. x=3+41=0
40 =-3
A=-3

Opgave 18:

a x*+y*-4x-2y-8=0
(x-2)°-4+(y-1)*-1-8=0
(x—2)%+(y-1)? =13 dus M(21) en r =+/13
1 y=a(x+6)

y =ax+6a
ax—y+6a=0

24-1+6
d(M,1) = r dus a-1+6a _ o

va® +1
8_
|a]4=\/E
Va2+1
8a -1 =+134% +13
(8a-1)% =134% +13
64a% —16a +1=13a% +13
514° —16a-12=0
a_16i42ﬂm_Jﬁi52

102 102
a=-% Vv a=2%
L: y=—2(x+6)enl,: y=%(x+6)

b. depoollijnvan (—6,0) ten opzichte van decirkel is:
(-6-2)(x-2)+(0-1)(y-1) =13
-8(x-2)-(y-1) =13
-8x+16-y+1=13
-y=8x-4
y=-8x+4
de poollijn snijden met de cirkel geeft:
(x—2)*+(-8x+4-1)* =13
x?—4x+4+64x*—48x+9=13
65x% —52x =0
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x(65x —-52) =0
x=0 v 65x=52
x=0 v x=4%
y=4  y=-2%
raaklijnin (0,4) is: (0-2)(x-2)+(4-)(y-1) =13
-2(x-2)+3(y-1) =13
-2x+4+3y-3=13
-2x+3y=12
raaklijnin (3,-22) is 3-2)(x-2)+(-22-1)(y-1) =13
13 (r-2)-32(y-1) =13
-6(x—2)-17(y-1) =65
—6x+12-17y +17=65

-6x—-17y =36
6x+17y =-36
Opgave 19:
a x=-13+41
y=al

b. 9(-13+1)? + 25(aA)? —36(-13+ A) —150a1 + 36 =0
9(169— 261 + A% + 254?A? + 468 — 361 —150a4 + 36 =0
1521— 234/ + 94% + 25a° A% + 468 — 361 —150a1 + 36 = 0
(25a% +9)A? + (—150a — 270)A + 2025 =0
D = (-150a — 270)? — 4(254° +9) - 2025=0
225004 + 810004 + 72900 — 2025004 — 72900 = 0

18000042 + 810004 = 0
a(~1800004 + 81000) = 0

a=0 v —180000a =-81000

— -9
a=0 v a=

- (1 - (O
ri :(OJ dus n; :(J dus/: y=0

- 1 20 —~ 9
m:(gj:( ]dUSI’lz:( jduslz: 9x - 20y =-117
% 9 -20

Opgave 20:
lijnl: x=24 en y=-83+al

9% —16(-8% +al)? — 361 +96(-81 +al)—368=0

9% —16(721 —17aA + A*) — 361 — 816+ 96aA — 368 =0
94% —1156 + 272a) —16a°1* — 361 — 816+ 96ai —368=0
(9-16a?)A? + (3684 —36)1 —2340=0

D = (3684 —36)% — 4(9-164%)-—2340=0

1354244° — 264964 + 1296 + 84240 —149760a° =0
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—14336a* — 264964 + 85536 = 0
g 26496 + /5607014400 ~ 26496 + 74880
— 28672 — 28672

2
16

1 28 - (99
re=l g | = dus n; = dus/ : 99x+ 28y =-238
- -99 28

1 16 - 27
=, |= dus n; = 16 dus/,: 27x-16y =136

Opgave 21:
a x>+y®=(cosp)’+(singp)® =cos®p+sin“p =1
b. deeenheidscirkel

vV o a=

Opgave 22:
a x, :_4+—§COS§D:_2+1%COS¢
yQ :MZLI"*‘]-%S-I-](P
Rligtopdecirkel: (x+2)% +(y—4)* =21
b. 5(a,0)
Xg = _4+30208(p+a =1qg-2+1icosp
sa—2=5
sa=17
a =14 dus 5(14,0)

cos’p+sinp =1
Gx)°+Gy)*=1
1x?+1y2=1

4x? +9y? = 36

Opgave 24:
a 4cosp=x-3

2snp=y-1

4sinp =2y -2
16c0s® ¢ +16sin” ¢ =16
(4cosp)? + (4sing)? =16
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(x-3)2+(2y-2)?=16
b. (x-3)?+(2(y-1)>=16
(x—3)*+4(y-17* =16
(x-3)? +(y—1)2 _1
16 4

middelpunt A (3,1) entoppen (-11), (7,1, (3-1), (33

¢? =q%—b? =16—4=12 dusbrandpunten F,(3—2v/3,) en F,(3+2/3,1)

Opgave 25:
a.  het middelpunt is (-4,2)

a=3 b=2
x =—4+ 3cos@
{y:2+25ing0
b. x,=35(-4+3cosp—2)=-3+1;cosp
Vo =3(2+2sng)=1+sng
13cosp =x+3
cosp =4 (x+73)
snp=y-1
cos’p+sinp =1
GE+3)*+(r-1* =1
L(x+37+ (-7 =1
4x+3)*+9(y-1*=9
C. a=3enb=2 dusjemoet vermenigvuldigen met 15
x =—4+ 3C0s¢
{y:3+3sin(p
c,: (x+4*+(y-3°%=9
d. jemoet vermenigvuldigen met £
{x =-22+2cosp
y=2+2sing
c,: (x+23)*+(y-2°%=4

Opgave 26:
omtrek cirkel = 2y

je hebt het Ziecieel van de cirkel
T

boogABzi-Zﬂr:r-(p
2r
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Opgave 27: b
a AQ=AM -sin(p—in)=a-sin(p —57)=—a-CoSp

v, =MN+AQ=r+ 40 =r—a-cosp k
OM =AM -cos(p —3m)=a-Sing
xX,=ON-QOM =r-¢p—a-sing

b. BQO=BM -sin(p—5m)=-b-Ccosp

vy =MN +BQ =r—b-cos¢ ‘
OM =BM -cos(p —+m)=b-sing

X, =ON—-0OM =rp—b-sing

C.

Opgave 28:

a.  Risdesdtraal van de grote cirkel en risde straa van de w A\
kleine cirkel A
cosg = 09 o e

OM

0Q =0OM -cosp = (ON —OM) -cosp = (R —r) COS¢@
dus x,, = (R —r)cose

Singo:—M

oM
OM =OM -sing = (ON —MN)sing =(R-r)sing
dus y,, =(R-r)sing

b. boog AN = R¢p en boog NP =r- Z/NMP
boog AN = noog NP
Rp =r-ZNMP
R

/NMP=="¢
r

Cc. MBisevenwijdig met OA4 dus ZBMN = ¢
/BMP = /NMP — Z/BMN :£-g0—g0
,

punt P draait in negatieve richting rond M dus de P

draaihoek van MP is; —(£-<p_(pj:(p_£.¢ ¢
r r
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d. dedragihoek van OM s o en dr dragihoek van MPis ¢ — X -
r
R R

Xp =X, +MP-co§ ¢ ——-¢ |=(R—r)COSQ+7rC0§ ¢ —— @
r r

Y =Vu +MP'Sin((P_£'(0j=(R—I”)Sin(p+r8in((p—£-(pj
r r

o

Opgave 29:
0Q

cos/MOQ = —= |
oM s

0Q = OM -cosZMOQ = (ON + NM') cose M B
x,, =(R+r)cose 3 A
SinAMOQ:@
00 o . A} Q u
MQ =0Q-sinZMOQ = (ON + NM)sing
yu =(R+r)sing

boog AN = Re en boog NP =r- ZNMP
boog AN = boog NP

Rop =r- ZNMP

snmp =2
p

MB isevenwijdig met de x-asdus ZBMS = ZUOS = ¢
ZBMPZE—ZBMS—ZNMPZH—Q—E-('D
-
MT

COSLPMT = ——
MP
MT = MP -cosZPMT = MP -cosZBMP =r co{n —Q- R, (pj
r

- reodn-(0+ 201 -rea{ g2

SinZPMT = Pr
MP

PT:MP-SinAPMT:MP-SinABMPerin[ﬂ—¢—£-(pj
r
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{r(o+ 7 0)) ror{o+ o
=rdnNrz—|Qo+—-@||[=rINQ+—-@
r r
R
x, =00+QU =x,, + MT = (R +r) COS¢p — r CO p+—0

v, =UT-PT =y, —PT:(R+r)Sin(p—rSin(<p+£-goj
,
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14.3 Het differentiaalquotiént bij krommen

Opgave 30:
a L=x'(=2-4
S=y0)=2
b. punt Tishet punt op de parabool waarvan de x-codrdinaat minimaal is, dus x'(z) = 0,
dus <=0
c. 2t-4=0
2t=4
t=2
T(—4,—2)

Opgave 31:
a evenwijdig aandex-asdus 2 =0
2 =3*-3=0
3*=3
=1
t=1 v t=-1
(-3-2) en (-3,2
evenwijdig aan dey-asdus: & =0
£=2t=0
t=0
(—4,0)
b. x=-1dust*-4=-1
t?=3
t=+3 v t=-3
y=0dust®*-3=0
t(t?*-3)=0
t=0 v t*=3
t=0 v t=+3 v 1=-43

dus K isvoor ¢ = —/3 envoor ¢ =+/3 in het punt (-1,0)

» -3

T

voor =3 geldt: £ =—2_=-J3
y=—-+3-x+b door (-1,0)
0=+/3+b

b=—3

y=—3-x-+3

.ody
voor ¢ =+/3 geldt: d—izz—%:\@
y=+/3-x+b door (-10)
0=—/3+b
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b=A/3
y=+3-x+3

de grafiek snijdt zichzelf niet loodrecht, want +/3-—/3 = —1

C.
Opgave 32:

a snijpuntenx-as. y=4sint=0
t=0 v t=x v t=2r
(10) en (-30)
snijpunten y-as. x =2cost—1=0
2cost =1
cost =3
t=ir v t=37
(0.2/3) en (0-2v3)
b. —-1<cost<1
—2<2cost<2
—3<2cost—1<1dus-3<x<1
-1<sint<1
—4<4sint<4 dus-4<y<4
c. evenwijdigx-as. % =4cost=0
=Iir v t=1irn
(-14) en (-1-4)
evenwijdigy-as. 4« =-2sint=0
t=0 v t=mr v t=2r
(L0) en (-30)
4cqst _5
—-2sint
4cost = —4sint
cost = —sint
COSt = COS(t + 5 7)
t=t+3in+k-2r v t=—t—-in+k-2n
k.n. 2t=—inm+k-2n

d -

dx

—_1
=—zn+k-m
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dus (-2 -1,24/2) en (+/2-1,-2J2)

e 2cost=x+1
4cost =2x+ 2

16cos’ ¢t +16sin’t =16
(4cost)? + (4sint)® =16
(2x+2)* + y* =16
4x+1D*+y* =16

Opgave 33:
a >0

& =2-4=0
2 =4
t=2

x=-4dusx>-4

1
L =1Int+t-==
t

Int=-1
t=et=1

e

Int+1=0

y=-1dusy>-1

evenwijdig y-as:
c. y=tlnt=0

t=0 v Int=0

k.n. t=1

(-30)

dy _

=_1
dx 2

t=2dus (-4,2In2)

y=—%x+b door (-3,0)

0=11+b
b=-11

y=—3x-13

Opgave 34:

a evenwijdigx-ass 2=1r-1
-1t=-1
t=2
(0-1)

evenwijdigy-as. «=%r=0
t=0
(-10)
b. y=xdusir®-1=21¢%—¢
=1
—4
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1
voor t=1is&=—2=-1

y=-x+b door (-3,-32

417 4
-3=324p
b=-13
y=—-x-13
c. snijpuntx-as; 1t?-t=0
t(3t-1)=0
t=0 v Zt=1
t=0 v t=4
dus B(3,0)
snijpunt y-as; 1t -1=0
12 =1
t? =4
t=2 v t=-2
(0,3) en (0,-1)
dus C(0,3)
in (3,0) geldt: £ =1 dus y=1x+5b door (3,0)
0=13+b
b=-11
y=3x-13
in (0,3) geldt: % =2 dus y =2x+b door (0,3)
y=2x+3
Ix-13=2x+3
-1ix =41
x=-3
y=-3
D(-3-3)

d irP=x+1
y=x+1l-tdust=x-—y+1
x=%t2—1
4y =t* -4
4x=(x—y+1)°-4

Opgave 35:
a.  dekettingregel

b. (f()*+4-(g(1)? =1
2f(t)- f'(t) +8g(t)-g'(1) =0
f@)-f'(t)+4g@)-g'(t)=0
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B(-2%,-33)
b & x? + 2y 1
T _2x+2y
x?+2y=-2x+2y
x> +2x=0
x(x+2)=0
x=0 v x=-2
y=0 -8-12y-3y° =0
y=g%§E=— J3
y=x+b door (-2,-2+2+/3) y=x+b door (-2-2-24/3)
—2+23=-2+b ~2-2J3=-2+b
b=23 b=-2%43
y=x+443 y=x-4%y3

vervalt 2+

wlno

Opgave 37:
a x*+xy+y*=9 snijdenmet x =3
9+3y+y®=9
y(y+3) =0
y=0 v y=-3
(3,0) en (3-3
2xdx + ydx + xdy + 2ydy =0
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(x+2y)dy = (-2x — y)dx

dy —2x—y

dx x+2y

|. J(30) %J(Sﬁ?») -

y_—2x+b door (3,0) y=x+b door (3-3)

0=-6+b —-3=3+b

b=6 b=-6

y=-2x+6 y=x—-6
b. horizontaleraaklijn: —2x—y=0 A x+2y=0

y=-2x

x?—2x*+4x* =9

3x?=9

x>=3

x:\/§ Vv x:—\/§

y=-243 y=2J3

dus (v3,-2v/3) en (—/3,2/3)

verticaleraaklijn: x+2y=0 A —-2x—y=#0

x=-2y

4y% -2y* +y* =9
3y*=9

y?=3

RENC RV
x=-22/3 x=23

dus (-2v/3,+/3) en (2/3,—/3)

Opgave 38:

a K: W*-3y*=)°
18xdx — 6ydy = 3y°dy
18xdx = (3y* + 6y)dy
dy 18x 6x
E 3y? +6y y2+2y
horizontale raaklijn: 6x=0 A yp*+2y =0
x=0
_3y% =y
y¥+3y2 =0
y(y+3 =0
y=-3 vy =0 (vervalt)
dus (0,-3)
verticaleraaklijn: y*+2y=0 A 6x=0
y(y+2)=0
y=0 v y=-2
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b.

Q_ 6x

2 =1
dx y“+2y

6x=y°+2y
3x=1y*+y
9x2:%y4+y3+y2
ey =3yt =)’
3y =2y"=0
$°(»* -8 =0

y=0 v y°=8

x=0 y:\/g v y:—\/é

vervalt 6x=8+24/8 v 6x=8-2.8

1=3+3V2  x=4-342
dus (4+3+2,242) en (4-2+2-2V2)

Opgave 39:

a

x*—4x* +4-(px)* =0
x*—4x* +4p*x* =0
x?(x* —4+4p*)=0

x=0 v x?—4+4p® =0 heeft 2 oplossingen

D=0-4-1.-(-4+4p*)>0
16-16p* >0
~-16p* > -16
p’<1
-1<p<l1
x*—4x?+4-1x* =0
x*-3x*=0
x?(x*-3)=0
x=0 v x*=3
x=+43 v x=-43
A(3,343)
4x°dx —8xdx +8ydy =0
8ydy = (8x — 4x>)dx
d_y_8x—4x3 2x —x°

dx 8y 2y

GETAL EN RUIMTE VWO WD D4 H14 §3 -22-

AUGUSTINIANUM (LW)



|. J(Ilf)
y=-x+b door (\/_ J3)
12\/_2—\/_+b
b=11.3
y=—x+1%\/§
c. horizontalerasklijn: 2x—x*=0 A 2y#0
x(2-x*)=0
x=0 v x*=2
y=0 x=+2 v x=-2
vevat  4-8+4y°=0 v 4-8+4y°=0
4y2=4
y =1
y=1 v y=-1
W21 (2D (2D (/2]
verticaleraaklijn: 2y =0 A 2x-x*#0
y=0
x*—4x*=0
x?(x*-4)=0
x=0 v x*=4
vervalt x=2 v x=-2
(20) (-20)
dy_2x—x3
dx 2y
2y =2x—x°

=1

4y® = 4x? — 4x* + x°

x'—4x® +4x7 —4x" +x% =0

x®=3x*=0

x*(x*=3)=0

x=0 v x*=3

vervalt x=43 v x=-+3
2y=2J3-3/3=-3 v 2y=-2/3+3/3=43

y=-3¥3 v y=13

y = x+q door (\/_,—5\/5) y = x+q door (—\/é,%\/é)
~1J3=13+¢ 1J3=-3+¢
q=-13+/3 g =1%4/3

du5q<—1%\/§ v q>1%\/§
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Opgave 40:
a y*—2x-2y+3=0

(y-1)%*-1-2x+3=0
(v-D°

G-D(y-)=9-1+x-1
dy-)=7+x

4y —4="T7T+x

x—4y =11

3x? +5y?-18x-20y-48=0
3(x* —6x) +5(y* - 4y) =48

H(x—-3)2 - 9) +5((y —2)? — 4) = 48

=2x-2

3(x—-3)*-27+5(y-2)*-20=48
3(x-3)*+5(y-2)?*=95
38-3)(x—-3)+5(4-2)(y—2) =95
15(x - 3) +10(y — 2) =95

15x -45+10y-20=95

15x +10y =160

3x+2y=32

3x? -5y? —12x+30y—205=0
3(x? —4x) —5(y* —6y) = 205

3((x—2)% - 4) - 5((y —3)2 - 9) = 205

3(x-2)? -12-5(y—3) + 45 = 205

3(x—2)*-5(y-3)* =172
310-2)(x—2)-55-3)(y—3) =172
24(x—-2)-10(y —3) =172

24x - 48-10y +30=172

24x —10y =190

12x -5y =95

2ydy — 2dx —2dy =0

(2y — 2)dy = 2dx

dy 2

dx 2y 2

EJ(Q,S): 4

y=+x+b door (9,5)
y=5=2(x-9)
y=2x+23

6xdx +10ydy —18dx — 20dy =0
(10y — 20)dy = (18— 6x)dx
dy 18-6x

dx 10y —20

l J(s 4 = -13
y=-13x+5b door (8,4)
y-4=-13(x-9)
y=-11x+16

6xdx —10ydy —12dx + 30dy =0
(30-10y)dy = (12— 6x)dx

dy 12-6x

dx 30— 10y

[ J(10 5 5

y= 2§x+b door (10,5)
y—-5=2%(x-10)
y=2%x-19
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14.4 Lijnen, vlakken en krommen in de ruimte.

Opgave 41:
Punt 4: 20-3+15-0+12-0=60

Punt B: 20-0+15-4+12-0=60
Punt C: 20-0+15-0+12-5=60

Opgave 42:
a Oxy-vlakdus z=0

15x + 20y = 60
y=4
15x + 80 = 60
15x =-20

—_4
X=-3

0(-%.40)

b. Oyz-vlak dus x =0
20y +12z =60
{ y+4z=4

x1
x 0

20y +12z = 60
6y +12z =24 -
14y =36

_ 18
Y=
B4+22=4
_ 10
22—7
5

Z:7

R(0,%,S

707

Opgave 43:
a V. 2x+3y+4z=12

£+Z+£:1

Dus V gaat door (6,0,0) (0,4,0) (0,0,3) y \
W: 5x+4z=20 -
S R @42 A
4 S |
Dus W gaet door (4,0,0) (0,0,5) AT
en isevenwijdig aan de y-as %
b. Oxy-vlakdus z=0
2x+3y =12
{ 5x =20
x=4
8+3y=12
3y=4
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y=3
P(4,40)

13

Oxz-vlak dus y =0

2x+4z =12
5x+4z=20 -

-3x=-8
x=3

B4+4z=12
47 =2

3

-5
z2=3

0(3.0,3)
Oyz-vlak dus x =0
{3)/ +4z=12

4z =20
z=5
3y+20=12
3y=-8
y=-3
R(0,-%.5)

Opgave 44:
a |

b. (6,00) (06,00 (00,3
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Opgave 45:

—-2x+6y+3z=18
W gaat door (5,0,0) (0,50) enisevenwijdig aan dez-as
X, Y
5 5
x+y=5
C. Oxy-vlakdus z=0
{—2x+6y=18

x+y=5

x1
x 2

—-2x+6y=18
2x+2y=10 +
8y =28
y=33
x=15
P(1£.,3%,0)
Oxz-vlak dus y =0
—-2x+3z=18
{ x=5
-10+3z=18
3z=28
z=93
0(5,0,93)
Oyz-vlak dus x =0
6y+3z=18
{ y=5
30+3z=18
Fz=-12
z=-4 dus R(0,5,-4)
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Opgave 46:
Oxz-vlak dus y =0

3x+82=24
{ 2x =12
x=6
18+8z=24
8z=6
23
P(6,0,3)
Oyz-vlak dus x =0
8z=24
{3)/ =12
z=3
y=4
0(0,4,3
Vlak U gaat door (0,7,0) en (0,0,7)

1+1+;:1 door (6,0,2

+
EIENCEIEN

I

=

I
[EEN

By Ble

N |loxc|lox |ox
I +

[
{2}
[e¢]

s

~Nw
I
[EY

168

| =

+
~N =

+

N
(6]

o
=

By y. oz _
168 7 7
25x + 24y + 24z =168

Opgave 47:
5 4 1
a AB=O0B-04= 6]— 2} 4
7 1 6
5 1 6
b. OC=0B+rs= 6}+ 4|=110
7 6 13
X 4 1
C. AB: |y|=|2 +},{4
z 1 6
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4 1 3

2|+Al4|=|p
1 6 q
4+ 1 =3
A=-1
4) (1 3
2|—-|4|=|-2
1) (6 -5
Dus p=-2enqg=-5
4 1 7
d |2|+1/4|=|14
1 6 20
4+ 1=7
2+41 =14
1+64 =20
A=3
A=3
A=3%

Dus Marc heeft geen gelijk.

Opgave 48:
8) (2 6 3
a ri=AB=|3|-|1|=|2]|=|1
6) \4 10 5
X 2 3
I: |yl=|1|+A|1
z -4 5

b. 2(2+31)-31+A)+5(-4+51)=9
4+64-3-31-20+254=9
281 =28
A=1

5
P=| 1 [+1|1]=|2
~4 1

Opgave 49:
a. door (6,0,0) en (0,4,0) en evenwijdig aan dez-as

X, Y_
6 4

2x+3y =12
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X 0 6
CF: |y|=|0]|+A| 6
z 5 -5
b. 2-61+3-64=12
122 +181 =12
301 =12
A=2

5

S =(22,229

Opgave 50:
X 0 6
FG: |y|=|0|+A] 5
z 6 -6
vlak CDE: z=5
6-61=5
-61=-1
A= %
P(1,%.5)
viak ABED door (8,0,0) (0,6,0) (0,010)
8 6 10

15x + 20y +12z =120
15-64+20-54+12-(6—-64) =120
904 +1004 + 72—-724 =120

1181 =48

A=2

0223 2

33
55127551350

Opgave 51:

a 42+32+0%2=4/25=5

b. V22+3%+3% =4/22 <5 dus het punt ligt binnen de bol

C. \/(—3)2 +2°+2% =5

V13+:z% =5
13+z2=25
z2 =12
z=\/E:2\/§ Vv z:—2\/§
dus z, = 2J3
Opgave 52:

Oxz-vlak dus y =0
(x-2?+(0-3)°+(z-1)*=25
(x—2)?+(z-1)*=16
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dus r =4 en M(2,0])

Opgave 53:

a (0+3)2?+(0-2°+(0+4)*>=9+4+16=29 dusklopt

b. Oxy-vlakdus z=0
(x+3)*+(y-2°*+4*=29
(x+3)°+(y-2)* =13
dus » =13 en M (-3,2,0)

c.  A(0,0,4) en M(-32,-4)

X 0 -3
I y|=|0|+A4] 2
z 4 -8

(-31+3)*+(21-2)* +(4-81+4)* =29
947 -181+9+41% -84 +4+641° -1281 + 64 =29

7717 —154) +48=0

, _154+/8932

154

(-4,841;3,227:-8,910) en (-1159;0,773;0,910)

Opgave 54:
a. vlak Visevenwijdig met dez-as

punt N is het middelpunt van cirkel ¢, enpunt P is

een willekeurig punt van de bol
N(2,2,0)

22422 10% =48 =

¥ =PN = MP? - MN? = /52 — (2J2)? =17

b. x*+y®+2z°-10x-10y-45=0
(x—5)°>-25+(y-5)*-25+2z>=45
(x—5)°+(y-5°*+z*=95
M =(55,0) dus N(2,2,0)

MN =32 +32+0% =18 =3//2

r=PN = MP? - MN? = /95— (3J2)? =77

x*+y?+2°=25

{x2+y2+22—10x—10y—4520
25-10x-10y-45=0
—-10x-10y =20
X+y=-2
dus ¢, ligtinhetvliak x +y =-2
0=(-1-10)

1 +1° +0% =
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r=PQ = MP? - MQ? = /25— (\2)? =/23

d. 4(0,01) en M(55,0)

X 0 5
[ |y|=|0|+4] 5
z 1 -1

(51)% +(B51)* +(1-1)* =25
2502 +250% +1-20+ A% =25
5112 -21-24=0
2444900 2+70

102 102

— 12 —_2
A= v A=-3

(8% .337.17) en (-33,-331%)

A=

Opgave 55:
a puntd: A=2
punt B: as A =3 danligt het punt (0,6,3) op!
alsjedit punt rond de y-as draait, krijg je een cirkel met middelpunt (0,6,0) en
straal 3, dus het punt (3,6,0) ligt op deze cirkel
punt C: as A =-5 danligt het punt (0,—10,-5) op/
alsjedit punt spiegelt in de y-askrijg je het punt (0,—10,5)
punt D: as A =-7 danligt het punt (0,-14,-7) op!/
alsjedit punt rond de y-as draait, krijg je de cirkel met middelpunt (0,—14,0)
en straal 7, dus het punt (-7,—14,0) ligt op deze cirkel
b. puntd: 4-0°-4°+4.2°=0-16+16=0
puntB: 4-3°-6°+4-0°=36-36+0=0
punt C:  4-0° —(-10)* +4-5° =0-100+100=0
punt D:  4-(=7)* —(-14)* +4-0* =196-196+0=0

Opgave 56:
a eenwillekeurigpunt 4 vanlis: (0,4,24)

de doorsnede van het viak y = 4 met het kegelvlak is de cirkel met middel punt
M (0,4,0) enstraal 24
dus voor ieder punt op deze cirkel geldt: y =1 en x* +z% =42°
dus x* +z% = 4y°
dus x*-4y® +z°=0
b. eenwillekeurigpunt 4 vanlis. (0,4,21)

de doorsnede van het viak z = 21 met het kegelvlak is de cirkel met middel punt
M (0,0,21) enstraal A

dus voor ieder punt op deze cirkel geldt: z =24 en x* +y* =1
dus x* +y? = (32)?

2

x*+y?-1z2=0
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dus 4x* +4y* -z>=0

Opgave 57:
a eenwillekeurig punt 4 op de parabool is: (0,4,41%)

de doorsnede van het viak z =117 met de paraboloide is de cirkel met middelpunt
M(0,0,11%) enstraal 1
dus voor ieder punt op deze cirkel geldt: z =212 en x? + y? = A?
dus x° + y® =2z

b. eenwillekeurig punt 4 op de parabool is: (0,247%,1)
de doorsnede van het viak y = 22> met de paraboloide is de cirkel met middel punt
M (0,22.%,0) enstraal 2
dus voor ieder punt op deze cirkel geldt: y=21%en x*+z° =1
dus x*+z° =1y

2

dus y = 2x* + 222

Opgave 58:

a y=AdusAi®+4z°=16
4z =16- 12
z2=4-1)%

dus;f:\/m
dus voor decirkel geldt: x* +z* = r?
X4zl =4-1)
b. x*+z°=4-1A%eny=21
x?+z8=4-1y7
x?+1y?+22=4
4x* + y* +4z° =16
C. z=Adusy*+41°=16
y? =16-421°
y=+16-427
de doorsnede van de ellipsoide met het viak z = 4 iseen cirkel met middel punt
M(0,0,1) enstraal V16— 412
dusvoor decirkel geldt: x> +y* =16-41°enz=1
dus x* +y* =16—-4z°
dus x*+y* +4z*> =16

Opgave 59:
a z=Adusy’-41°=4
y2=4+4)2
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dus de doorsnede van de hyperboloide met het viak z = 1 iseen cirkel met middel punt
(0,0,1) enstraa 4+ 4)?
dusvoor decirkel geldt: x> +y*=4+41" enz=21
dus x*+y® =4+4z°
dus x*+y*—-4z° =4
b. y=AdusA®-4z°=4
—4z% =4 )2
z2=13%2-1
dus de doorsnede van de hyperboloide met het viak y = 4 is een cirkel met middel punt
(0,1,0) enstraal /11?1
dusvoor decirkel geldt: x* +z°=11%-1en y=21
dus x*+z°=1y? -1
dus x® +1y? +z%=-1
dus 4x* + y* +4z* =-4

GETAL EN RUIMTE VWO WD D4 H14 84 -34- AUGUSTINIANUM (LW)



